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Введение


Обучение математике происходит в процессе решения задач, где особую роль играют задачи исследовательского характера.


Мы рассмотрим «непривычные» функции y=[x] и y={x} и связанные с ними задачи.


Задачи с этими функциями в логическом смысле столь же естественны, как и функции y=ax2+ bx +c, y= kx+l и т.д.


Однако в школьной программе недостаточно времени уделяется изучению этих функций.


Следует подчеркнуть, что задачи с этими функциями очень разнообразны. Они позволяют школьнику заглянуть за страницы учебника, попробовать начать новую творческую исследовательскую работу, расширить свой кругозор.

Целью данной работы является выявление свойств указанных функций(доказательство некоторых из них), построение их графиков, а также рассмотрение методов решения уравнений и неравенств, в которых встречаются «непривычные» функции.

Данная работа относится теоретическим исследованиям.
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Познакомимся с функциями, которые сравнительно редко встречаются школьнику и входят скорее в высшую математику ,чем  в элементарную . 

Определение 1.  

Целой частью числа x называется наибольшее целое  число n  такое, что  n ≤  x  

Обозначение:


[x] или E(x). ( Здесь Е – первая буква французского

слова  entire – целый. )  

Определение 2. 


Дробной частью числа x  называется величина x – [x]

Обозначение:


{x} = x – [x]


Примеры: 

1) [10] = 10                                      7)  { 3.23} = 0.23

2) [ n ] = 3                                        8)  { 4 } = 0

3) [ √5] = 2                                       9)  { -13 } = 0

4) [ 0] = 0                                       10)  { n } =  n - 3

5) [ -13] = -13                                 11)  { 0.16 } = 0.16

6) [ 44.34] = 44

Графики: 


Графики функций у = [x] и  у = {x} строятся 

непосредственно по определению (см. рис.1 и рис.2).

 Теперь отметим некоторые свойства функций y = [x] ,  

y = {x}
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Свойство 1.  

Обе функции имеют смысл для всех значений  переменной  х. 

Свойство 2.


Функция  y = [x]  кусочно- постоянная и неубывающая.

Свойство 3. 


Функция   y = {x} – ограниченная: 0 ≤ {x} < 1

Свойство 4.   


Для всех целых n справедливы равенства  [ х + n ] = [x] + n

{ х + n } = {x}. 
Свойство 5. 


Если х – не целое число , то: 

1) [-x] = -[x] –1  

2) {-x} = 1- {x}     

Все эти свойства доказываются непосредственно с помощью 

определений  1 и 2 . Докажем некоторые из свойств.

Свойство 3.  

Доказательство: 


 Функция   y = {x} – ограниченная: 0 ≤ {x} < 1

В определении  1   было сказано, что [x] наибольшее целое число , причем [x] ≤ х . Следовательно если из большего числа отнять  меньшее ,то мы не сможем получить отрицательного значения:  {x} = x – [x].  Также  по определению мы можем сказать  , что если из  х – [x] , то мы получим: 0 или число , которое меньше 1.

Свойство 5.

Доказательство: 


 
Если х – не целое число , то: 

[-x] = -[x] –1  


 {-x} = 1- {x}
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Для доказательства следует подставить числа в данные выражения: 

[-5.5] = -[5.5] – 1
 -6 = - 5 –1 

        -6 = -6
[image: image1.wmf]
{-2.3} = 1- {2.3}


0.7 = 1- 0.3


0.7 = 0.7

Задачи на решение уравнений с целой и дробной частью.

1)    



[x]2 = 9


[x] = t 


t2 = 9


t1 = 3                                          t2 = -3

 
[x] = 3 




  [x] = -3


3 ≤ x < 4




  -3 ≤ x < -2

2)


6{x}2 + {x} –1 = 0


{x} = t 


6t2 + t –1 = 0 

Д = 1-4 × (-1) × 6 = 25


t1 = 
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{x} = 
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- решений нет

{x} =  
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x = n + 
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x = -n -
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3)

        {x}2 –8{x} +7 = 0 


{x} = t


t2 –8t + 7 = 0


Д = 64 –4 × 7 = 36


t1 = 
[image: image11.wmf]2
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t2= 
[image: image12.wmf]2
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{x} =7, {x}=1 – решений нет

4)


( x –{x} )2 = 4


  x –{x} = [x]


[x]2 = 4


[x]1 = 2 



[x]2  = -2


2 ≤ x < 3                          -2 ≤ x < -1

5) 


( 2{x} +1 )3 – ( 2{x} –1)3 = 2 


{x} = t


( 2t +1 )3 – ( 2t –1)3 = 2

((2t)3 + 3(2t)2+ 3(2t) + 1)-((2t)3 – 3(2t)2 + 3(2t) –1)= 2

8t3 + 12t2 +6t +1 –8t3 +12t2 –6t +1= 2 

24t2 + 2 =2

         24t2 = 0

         t=0, то есть {х}=0, значит х- любое целое число.

6) Решить систему уравнений (из [2] )
(x + [y] = 6.1,                 x=6.1 – [y] , а  {x}=0.1

(y + {x} = -5.6;

Таким образом, y + 0.1= -5.6

                            y= -5.7.

Получаем, что x = 12.1

                       Ответ: (12.1; - 5.7)
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Неравенства с [х] и {х}.

Назовём  основными неравенствами с [х] и {х} следующие соотношения: [х]≤b, [x]≥b, {x}≥b, {x}≤b. Удобным методом их решения является графический метод. Поясним его на примерах.

Пример 1. [х]≥b.

Введём в рассмотрение две  функции y= [x] и y= b и начертим их графики на одном и том же чертеже.

Необходимо различать два случая: b-целое (b( Z) и b- нецелое(b(Z)

Случай 1(b(Z)

Из чертежа  (рис.3) видно, что графики совпадают на[b; b+1].

Следовательно, решением неравенства [х]≥b будет луч  х≥b.

Случай 2(b(Z).

В этом случае графики функций y=[x] и y=b не пересекаются (см. рис.3 )
Но часть графика y=[x], лежащая выше прямой, начинается в точке с координатами([b]+1; [b]+1). Таким образом, решением неравенства [x]≥b будет луч  x≥[b]+1.

Пример 2.

{ x } ≤ b.

Введём в рассмотрение две функции y={x} и  y=b и начертим их графики на одном и том же чертеже. Рассмотрим случай, когда  0 ≤ b <1(см. рис. 4) .

 Из чертежа видно, что графики функций пересекаются в точках вида х=b+n. Нам необходима та часть графика y={x}, которая лежит ниже прямой y=b(0≤b<1). Таким образом, решением данного неравенства является отрезок

n≤x≤b+n.

Остальные виды основных неравенств исследуются точно так же. Результаты этих исследований сведены в  таблицу1.

8

Заключение

Данная работа может служить опорным конспектом для занятий математического кружка.

Важное значение  для решения неравенств, которые связаны с «непривычными» функциями,  имеет таблица1 (см. приложение), в которой указаны решения основных видов неравенств. 

В дальнейшем, данная работа будет продолжена, где предполагается рассмотрение более сложных уравнений, неравенств, систем, а также графиков функций.
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Приложение
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Таблица 1.

Вид неравенства
Множество решений

[x] ≥ b, b(Z
x  ≥  b

[x] ≥ b, b(Z

 [x] > b, b(
x ≥ [b]+1

[x] ≤ b, b(
[x] < b, b ( Z
x < [b]+1

[x] < b, b ( Z
x < b

{x} ≥ b, {x} > b, b ≥ 1
(

{x} ≥ b, {x} > b, b < 0
R=(-∞; +∞)

{x} ≥ b, {x} > b, 0 ≤b <1
n+b ≤ 1+ n,

n+b < x < 1+ n, ( n(Z

{x} ≤ b, {x} < b, b ≥ 1
R=(-∞; +∞)

{x} ≤ b, {x} < b, b < 0
(

{x} ≤ b, {x} < b, 0 ≤ b <1
n ≤ x ≤ b+n,

n ≤ x < b+n, ( n(Z
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